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Пусть G = (V(G), E(G)) – простой неориентированный связный граф порядка n и пусть l1 ≥ l2 ≥ 
…≥ ln являются собственными значениями его матрицы смежности A = A(G), упорядочен- 
ными по убыванию (с учетом их кратностей), или его спектром . Обозначим через 
( ) ( ) { ( ) | }GN v N v u V G u v= = ∈ ~  окружение произвольной вершины v ∈ V в графе G, и пусть 
[ ] ( ) { } .N v N v v= ∪  Тогда степень вершины v в графе G равна deg ( ) deg( ) | ( ) |  .G v v N v= =  Пусть 
( )lvS A  обозначает сумму элементов строки матрицы A
l,  соответствующей вершине v ∈ V . Из 
алгебраической теории графов хорошо известно, что сумма ( )lvS A  равна числу маршрутов дли-
ны l, которые начинаются в вершине v ∈ V графа G . Легко видеть, что для произвольного гра- 
фа G справедливы равенства ( ) deg( )vS A v=  и 
2
( )





Наибольшее собственное значение l1 называется спектральным радиусом графа G и часто 
обозначается через r(G) . Согласно известной теореме Перрона–Фробениуса, спектральный ра-
диус r(G) является положительным действительным числом кратности 1 и существует положи-
тельный собственный вектор (с положительными компонентами), относящийся к нему, называе-
мый вектором Перрона . Изучение спектрального радиуса графа имеет не только теоретическое 
значение в структурной теории графов, но и непосредственное применение в различных при-
кладных и смежных областях естествознания, таких как теоретическая физика, гармонический 
анализ, алгоритмическая теория и географические сети . 
Напомним, что граф H называется минором или H-минором графа G или G называется гра-
фом с минором H, если граф H может быть получен из графа G путем последовательного выпол-
нения следующих операций: удаления ребер, стягивания ребер и удаления изолированных вер-
шин . Другими словами, говорят, что Н – минор графа G, если можно отождествить каждую вер-
шину v ∈ Н с некоторым связным подграфом Cv из G так, что Cu и Cv являются вершинно 
непересекающимися подграфами при u ≠ v, и для каждого ребра uv из H в графе G существует 
ребро между подграфами Cu и Cv .
Для заданного графа H граф G называется графом без минора H, или свободным от мино- 
ра H, если граф H не является минором графа G .
Так, хорошо известна характеризация Вагнера планарных графов, как графов без обоих ми-
норов K5 и K3,3, а также внешнепланарных графов, как графов без обоих миноров K4 и K2,3 . 
В ряде работ [1–4] были получены верхние оценки для спектральных радиусов таких графов, 
а также графов отдельно без миноров K5, K3,3, K2,3 . 
В данной работе рассматриваются графы без минора K2,4 . Совсем недавно группой амери-
канских и японских математиков была получена полная характеризация таких графов [5] . Ясно, 
что графы порядка менее 6 являются свободными от минора K2,4 и все 4-связные графы порядка 
не менее 6 всегда имеют минор K2,4 . Действительно, для полных графов это очевидно . А для не-
6полного графа две несмежные вершины вместе с четырьмя вершинно непересекающимися цепя-
ми с концами в этих вершинах, существование которых гарантируется теоремой Менгера, дают 
минор K2,4 . Поэтому рассмотрим сначала 3-связные графы . 
Введем некоторые дополнительные определения . Для n ≥ 3, 0 ≤ r, s ≤ n – 3 обозначим через 
, ,n r sG  граф, состоящий из остовной цепи v1v2…vn, которую будем называть сердцевиной, а также 
ребер v1vn–i, где 1 ≤ i ≤ r, и ребер vnv1+j, где 1 ≤ j ≤ s . Граф , ,n r sG  с дополнительным ребром v1vn бу-
дет обозначаться через , ,  .n r sG
+  Сразу заметим, что , , , , ,n r s n s rG G
+ +@  при инволюции s, такой, что 
s(vi) = vn+1–i для всех 1 ≤ i ≤ n, поэтому в дальнейшем будем предполагать, что r ≤ s . Кроме того, 
граф ,1, 3n nG
+
−  изоморфен колесу Wn с центром в вершине vn . Отметим, что все графы , ,n r sG
+  являют-
ся планарными . При r = 2 остовная цепь vn–2vn–3…v2v1vn–1vn называется второй сердцевиной гра-
фа ,2, 3 ,n nG −  и является образом сердцевины графа ,2, 4n nG
+
−  при изоморфизме ,2, 4 ,2, 3: ,n n n nG G
+
− −s @  
который две вершины vn–1, vn оставляет неподвижными, а s(vi) = vn+1–i для всех 1 ≤ i ≤ n – 2 . Вве-
дем в рассмотрение следующее семейство графов:
 
( )
,1, 3 , ,{ | 4} { | 5, 2 3, 1или 2} .n n n r sG n G n r s n r s n n
+ +
−= ≥ ∪ ≥ ≤ ≤ ≤ − + = − −
Справедливо следующее утверждение [5] .
Т е о р е м а 1 . Пусть G – 3-связный граф. Тогда G является свободным от минора K2,4 тогда 
и только тогда, когда или G ∈  или G является одним из девяти графов, изображенных на рис. 1 .
Для того чтобы описать структуру 2-связных графов, свободных от минора K2,4, введем до-
полнительные определения .
Простой граф G называется внешнепланарным, если существует такое вложение его в пло-
скость, при котором каждая вершина лежит на границе внешней неограниченной грани . Внеш-
непланарный граф называется максимальным, если при добавлении любого дополнительного 
ребра нарушается свойство планарности . Ребро внешнепланарного графа, лежащее на границе 
внешней грани, назовем его внешним ребром . Вершину v ∈ V внешнепланарного графа G, для 
которой существует некоторое внешнее ребро e = uw этого графа с {u, w}⊂ N(v), будем называть 
вершиной, смежной с ребром e .
Простой граф H называется xy-внешнепланарным графом, если он имеет остовную xy-цепь, 
а все остальные ребра можно разместить по одну сторону от этой цепи . Другими словами, это 
эквивалентно тому, что граф H можно вложить в замкнутый диск D так, что гамильтонова xy-
цепь лежит на границе диска D . 
Объединением двух простых графов G и H называется простой граф G ∪ H с множеством 
вершин V(G) ∪ V(H) и множеством ребер E(G) ∪ E(H) . Пересечение G ∩ H простых графов G и H 
определяется аналогично .
Подмножество ребер F ⊂ E(G) графа G без минора K2,4 называется подразбиваемым, если 
граф, образованный из графа G с помощью подразбиения всех ребер из F, остается свободым от 
минора K2,4 . 
Cправедливо следующее утверждение [5] .
Т е о р е м а 2 . Пусть G – 2-связный граф. Тогда G является свободным от минора K2,4 тогда 
и только тогда, когда граф G является одним из следующих графов:
1) G – внешнепланарный граф;
2) G является объединением трех xy-внеш не пла-
нарных графов H1, H2, H3, взаимно пересекающихся 
только по вершинам x, y, т. е. |V(Hi)| ≥ 3 для каждого i 
и V(Hi) ∩ V(Hj) = {x, y} при i ≠ j, и, возможно, самого 
ребра xy;
3) G получается из 3-связного графа G0 без минора 
K2,4 с помощью замены каждого ребра xi yi из под- 
разбиваемого подмножества ребер {x1 y1, x2y2, …, xk yk} 
на xiyi-внешнепланар ный подграф Hi, где V(Hi) ∩ V(G0) = 
{xi, yi} для каждого i и V(Hi) ∩ V(Hj) ⊆ V(G0) при 
i ≠ j.Рис . 1
7Осталось указать все подразбиваемые подмножества для 2-связных графов без минора K2,4, 
перечисленных в теореме 1 [5] .
Т е о р е м а 3 . а) Граф ,1, 3n n nG W
+
− @  с n ≥ 6 имеет n – 1 максимальное подразбиваемое множе-
ство ребер, каждое из которых содержит все ребра обода и одну спицу колеса Wn:  
б) Граф ,2,n sG  с s ≥ 4, n ≥ 6, и граф ,2,n sG
+  с s ≥ 3, n ≥ 6, имеют два максимальных подразбивае-
мых множества ребер: множество ребер сердцевины и множество ребер второй сердцевины;
в) Граф ( ), ,n r sG
+  с r ≥ 3, n ≥ 6 имеет единственное максимальное подразбиваемое множество 
ребер: множество ребер сердцевины; 
г) Все максимальные подразбиваемые множества ребер для девяти графов, перечисленных 
в теореме 1, а также для графов K4 @ W4, W5 @ 5,2,2 ,G  K5 \ e @ 5,2,2 ,G
+  6,2,2 ,G  6,2,2 6,2,3 ,G G
+ @  7,2,3G  
представлены в табл . 1 .
Таблица 1



















6,2,2G Множество ребер сердцевины 6
6,2,2 6,2,3G G
+ @ Множество ребер сердцевины,




Множество ребер сердцевины и множество ребер второй сердцевины 
















Для исследования верхней оценки спектрального радиуса графа G без минора K2,4 нам пона-
добятся следующие полезные леммы .
Л е м м а 1 [6] . Пусть G – связный граф и H – собственный подграф графа G. Тогда имеет 
место строгое неравенство r(H) < r(G) .
Л е м м а 2. Пусть A – матрица смежности связного простого графа G порядка n. Если су-
ществует неотрицательный вектор y ≠ 0 и полином f(x) ∈ R[x], такие, что f(A)y ≤ ry для неко-
торого действительного числа r, то f(r(G)) ≤ r .
8Действительно, пусть x – вектор Перрона матрицы A = AT . Тогда для спектрального радиуса 
r = r(G) из неравенства f(A)y ≤ ry (r ∈ R) следует
 ( ) ( ( ) ) ( ) ,
T T T T Tf x y f A x y x f A y rx yr = = ≤
откуда получаем f(r) ≤ r .
С л е д с т в и е . Для произвольного полинома f(x) ∈ R[x] и матрицы смежности A связного 
простого графа G порядка n имеет место неравенство
 ( )
( ) max ( ( )) .v
v V G
f S f A
∈
r ≤
З а м е ч а н и е . Аналогично можно показать, что если существует неотрицательный вектор 
y ≠ 0 и полином f(x) ∈ R[x], такие, что f(A)y ≥ ry для некоторого r ∈ R, то f(r(G)) ≥ r . 
Поэтому для произвольного полинома f(x) ∈ R[x] и матрицы смежности A связного простого 
графа G порядка n имеет место неравенство
 ( )
min ( ( )) ( ) .v
v V G
S f A f
∈
≤ r
Л е м м а 3 . Для произвольного максимального внешнепланарного графа G = (V, E) порядка n с 




( ) deg( ) 4 3deg( ) .v
u N v
S A u n v
∈
= ≤ − +∑





( ) deg( ) 5 3deg( ) .v
u N v
S A u n v
∈
= ≤ − +∑
Действительно, пусть вершина v ∈ V смежна с вершинами u1, u2, …, ud ( deg( )d v= ) в порядке 
их обхода по внешней границе против часовой стрелки . Причем, в силу максимальности внеш-
непланарного графа ребра vu1 и vud являются внешними ребрами . Обозначим через ni ≥ 0 











+ + =∑   В силу планарности графа G максимальная сумма степеней двух вер-
шин ui и ui+1 в графе, индуцированном этими вершинами и ni вершинами, лежащими между 




( ) 1 1
deg( ) ( 3) 3( 1) 3 4,
d d
i i
u N v i i
u n d n d d n d
− −
∈ = =
≤ + + = + − + = + −∑ ∑ ∑
если ni > 0 ( 1, 1i d= − ), и 
( )




≤ + −∑  если ni = 0 для некоторого i .
С л е д с т в и е . Для произвольного максимального внешнепланарного графа G = (V, E) поряд-
ка n имеет место следующая верхняя оценка: 
3 7
( )  .
2 4
G nr ≤ + −
Действительно, из полученного неравенства 2( ) 4 3deg( )vS A n v≤ − +  и равенства ( ) deg( )vS A v=  
следует, что 2( 3 ) 4 .vS A A n− ≤ −   А значит, в силу следствия леммы 2 имеем 
2 3 4,nr − r ≤ −   откуда 
получаем требуемую оценку .
Пусть ,1, 3n nG G
+
−=  (рис . 2) . Тогда deg(vi) = 3 при 1, 1i n= −  и deg(vn) = n – 1 . Поэтому deg( )iu v u~ =∑  
3 3 ( 1) 1 2deg( )in n v+ + − = − +  при i n≠  и deg( ) 3( 1) 1 2deg( ) .n nu v u n n v~ = − = − +∑  Следовательно, 
по лемме 2 2 2 1,nr − r ≤ −  откуда получаем оценку 
 ( ) 1  .G nr ≤ +  (1)
Пусть ( ), ,n r sG G
+=  (рис . 2) . Тогда в силу леммы 1 можно считать, что , ,n r sG G
+=  и, кроме того, 
r + s = n – 1 . Тогда deg(v) = 3 при v ≠ v1, vn–r, vn, deg(vn–r) = 4, deg(v1) = r + 2, deg(vn) = s + 2 . Поэтому 











max ( ) deg( ) 3 4 ( 2) ( 1) 2( 2) 1 1 2deg( ) .
n
v n
v V G u v
S A u s r r s s n v
∈ ~
= = + + + = + + + + + = + +∑
Поэтому по Лемме 2 2 2 1,nr − r ≤ +  откуда получаем оценку 
 ( ) 1 2 .G nr ≤ + +  (2)
Осталось отметить, что оценка (2) больше, чем оценка (1) и для всех графов, изображенных 
на рис . 1, кроме полного графа K5 (для которого, как 4-регулярного графа, 5( ) 4Kr =  ), можно не-
посредственно проверить (например, с помощью пакета Mathcad), что неравенство (2) также 
справедливо . Таким образом, доказана следующая теорема .
Т е о р е м а 4 . Пусть G – 3-связный граф порядка n, свободный от минора K2,4 и отличный 
от K5 . Тогда его спектральный радиус удовлетворяет неравенству
 ( ) 1 2 .G nr ≤ + +
Для полного графа K5 5( ) 4 .Kr =  
Рассмотрим теперь 2-связный граф G порядка N, свободный от минора K2,4 . 
1) Если G – внешнепланарный граф порядка N, то, как уже показано в следствии из леммы 3, 
его спектральный радиус 
3 7
( )  .
2 4
G Nr ≤ + −









 где каждый Hi – xy-внешнепланарный граф . Кроме того, в силу 
леммы 1 можно считать, что ребро xy также принадлежит графу G, и каждый граф i iG H xy= +  


















Возьмем произвольную вершину v ∈ G. Не ограничивая общности, можно считать, что v ∈ G1 . 




deg( ) ( 2) 4 3deg ( ) 2 3deg( ) 6 3deg( ) .G
u N v
u n v n v N v
∈
= + − + = − + < − +∑
Если v ∉ N[y], но v ∈ N(x), то согласно лемме 3 имеем
 
1 1 1\ 1 2 3
( ) ( )
deg( ) deg ( ) deg ( ) ( 2) 4 3deg ( ) 4 3deg( ) .G G G G
u N v u N v
u u x n v n n N v
∈ ∈
= + ≤ + − + + + = − +∑ ∑
Пусть v ∈ N(x) ∩ N(y), т . е . вершина v ∈ G1 смежна с внешним ребром xy внешнепланарного 
графа G1 . Тогда согласно лемме 3 и так как в силу планарности каждого графа Gi (i = 2, 3) макси-








deg( ) deg ( ) deg ( ) deg ( )
( 2) 5 3deg ( ) ( 1) ( 1) 3 3deg( ) .
G G G G G
u N v u v
u G
G
u u x y
n v n n N v
∈ ~
∈
= + + ≤
+ − + + + + + = − +
∑ ∑










deg( ) deg ( ) deg ( ) deg ( ) deg ( ) deg ( ) deg ( ) 2
( 2) 4 3deg ( ) ( 2) 4 3deg ( ) ( 2) 4 3deg ( ) 2
10 3(deg ( ) deg ( ) deg ( )) 1
G G G G G G
u N v u v u v u v
u G u G u G
u y u y u y
G G G
G G G
u u y u y u y
n x n x n x
N x x x N
∈ ~ ~ ~
∈ ∈ ∈
≠ ≠ ≠
= + + + + + − ≤
+ − + + + − + + + − + − =
− + + + = −
∑ ∑ ∑ ∑
0 3(deg( ) 2) 4 3deg( ) .x N x+ + = − +




max ( ) 3 3deg( ) .v
v V G
S A N v
∈
≤ − +
Тогда по лемме 2 2 3 3,Nr − r ≤ −  откуда получаем верхнюю оценку 
 
3 3
( )  .
2 4
G Nr ≤ + −
3) а) Рассмотрим граф ,1, 3 ,n n nG W
+
− @  n ≥ 6, с вершинами vi ( 1, 1i n= − ) обода, перечисленны- 
ми в порядке их обхода по часовой стрелке, и ступицей vn . Пусть ,1, 3ext( )n nG G
+
−=  – граф, полу-
чаемый из него заменой всех ребер ei = vivi+1 ( 1, 2i n= − ), en–1 = vn–1v1 обода и одной спицы 
en = v1vn ei-внешнепланарными графами Hi ( 1,i n= ) соответственно (рис . 3) . В силу леммы 1 мож-
но считать, что граф G содержит все ребра ei ( 1,i n= ), и каждый подграф i i iG H e= +  является 
максимальным внешнепланарным графом порядка ki + 2, ki ≥ 1 . Порядок полученного графа G 
равен 1
n
iiN k n== +∑  и Gi ∩ Gi+1 = vi ( 1, 1i n= − ), Gn–1 ∩ Gn ∩ G1 = v1 . Тогда для произвольного под-
множества I ∈ {1, 2, …, n} мощности l имеем следующую оценку:
 
2 12  .i j
i I j I
k N n k N n l n N n l N l
∈ ∉
= − − ≤ − + − = − + ≤ − +∑ ∑






  достигается в вершине v ∈ G1, 





deg( ) ( 2) 5 3deg( ) ( 1) ( 1) ( 1)




u k v k k k




≤ + − + + + + + + + =
+ + + + ≤ − +
∑
Тогда по лемме 2 2 3 8,Nr − r ≤ −  откуда получаем оценку для спектрального радиуса рассма-
триваемого графа G: 
 
3 23
( )  .
2 4
G Nr ≤ + −
б), в) Рассмотрим теперь общий случай, когда граф G получается из графа , ,n r sG
+  с r ≥ 2, n ≥ 6 
заменой подразбиваемого множества ребер {ei} с помощью ei-внешнепланарных графов Hi . Обо-
значим граф G через , ,ext ( ),
j
n r sG
+  где j = 1, если множество ребер {ei} составляют сердцевину 
графа , ,n r sG
+  и j = 2, если множество ребер {ei} составляют вторую сердцевину графа , ,  .n r sG
+  Пусть 
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j = 1 и r ≥ 2, n ≥ 6 (рис . 3) . Тогда из того, что r ≤ s, и так как в силу леммы 1 можно считать, что 






  достигается в единственной вершине 1 , ,ext ( ),n n r sv G
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≤ + + − − + + + + + + + − + +
 





поскольку здесь для произвольного подмножества I ∈ {1, 2, …, n} мощности l имеем следующую 
оценку:
 
1 2 ( 1) .i j
i I j I
k N n k N n l n N n l
∈ ∉
= − − ≤ − + + − = − + +∑ ∑





max ( ) 3deg( ) .v
v V G
S A N v
∈
≤ +  
Нетрудно проверить, что и для графа 2 ,2,ext ( )n sG G
+=  верна аналогичная оценка . Тогда по 
лемме 2 имеем 2 3 ,Nr − r ≤  откуда получаем оценку для спектрального радиуса графа 
,2,ext ( ), 1,2, 6
j
n sG G j n
+= = ≥ :
 
3 9
( )  .
2 4
G Nr ≤ + +
Оценки, аналогично полученные для графов K4 @ W4, W5 @ 5,2,2 ,G  K5 \ e @ 5,2,2 ,G
+  7,2,3G  (относи-
тельно подразбиваемого множества ребер {v1v2, v4v5, v6v7, v3v7}) и девяти графов малых порядков, 






G Nr ≤ + +
W5 @ 5,2,2G
 3 5( )
2 4
G Nr ≤ + +





G Nr ≤ + +
G7,2,3





























G Nr ≤ + −
Таким образом, доказана следующая теорема .
Т е о р е м а 5 . Пусть G – 2-связный граф порядка N, свободный от минора K2,4 . Тогда его 










G Nr ≤ + −  если G является объединением трех xy-внешнепланарных графов H1, 
H2, H3, взаимно пересекающихся только по ребру xy, т. е. |V(Hi)| ≥ 3 для каждого i и V(Hi) ∩ V(Hj) = {xy} 





G Nr ≤ + +  если ,2,ext ( ), 1,2, 6;
j






G N rr ≤ + − +  если 1 , ,ext ( ), 3, 7 .n r sG G r n
+= ≥ ≥
Оценки спектрального радиуса для остальных графов малых порядков указаны в табл. 2.
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SPECTRAL RADIUS OF A K2,4-MINOR-FREE GRAPH
Summary
In this article, upper bounds of spectral radii of K2,4-minor-free graphs have been obtained .
